Représentations, caracteres

Représentations unitaires, produits scalaires
Rep ¢ est unitaire si (¢g(v), pg(w)) = (v, w). Alors ¢ prend
valeur dans U(n) = {AA* =TI}.

Dans une base (u;), un produit scalaire est équivalent a une
matrice hermitienne (A = A*) définie-positive (donc
inversible) via A;; = (u;, uj) et (u,v) = [u]*Av].

Toute rep est équivalente a une unitaire : utiliser le
produit scalaire

(0,w) = Y ($4(v), 6 (w)).
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Sous-rep, morphismes

W C V est sous-rep si giW C W. Une rep qui n’admet pas de
sous-rep propres et non-triviales est irréductible.

Rep ¢ de degré 2 est irréductible ssi il n’existe pas de vecteur
propre commun a tous les ¢g4.

Un morphisme de rep est une application linéaire 7' : V. — W
tel que T'(g-v) = g- T'(w).

Les noyaux et images de morphismes sont des
sous-représentations.

Lemme de Schur : Si ¢, p irréductibles, alors

T € Homg/(¢, p) est soit inversible ou T' = 0. (Le premier
arrive si ¢ ~ p, et alors T'= AI avec A € C valeur propre de T.
Dans ce cas la dimension de Homg (¢, p) est 1.)

Groupes abéliens

Toute rep irréductible d’un groupe abélien a degré 1.
Tout groupe abélien fini est isomorphe a un produit de groupes
cycliques. Sin = pj’ ---pg® alors Z/n 2 Z/pi* X --- X Z/ps*

Soient G1, G2 groupes abéliens et x1,...,Xm, ®1,--.,On rEP

irréd de G1,G2. Alors

@ij(g1,92) = xi(g1)9;(g2)
ensemble complet de rep irréd de G x Ga.
G est abélien ssi |G| = | CI(G)] ssi il a |G| classes de rep
irréductibles.
Rep irréd de Z/n : soit wy, = €2™4/™. Alors x([m]) = wk™
pour 0 < k <n — 1 sont les rep irréd distinctes de Z/n.

Diagonalisabilité, racines n-iémes

G abélien fini et ¢ rep matricielle. Alors 3 matrice T inversible
tq T~ 1¢4T est diagonale Vg.

Toute matrice inversible d’ordre fini est diagonalisable; de
plus, si A™ = I alors les valeurs propres de A sont des racines
n-iemes de 'unité.

Si A1,...,Aq racines n-iémes de 1'unité, alors

1Y A<
A

avec égalité ssi tous les \; sont égaux.

Relations d’orthogonalité

Produit scalaire sur Pespace des fonctions CE est

& > OB,
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(f1, f2) =

Relations d’orthogonalité de Schur : soient ¢ : G — Uy, et
p: G — Uy, irréd, unitaires, non équivalentes. Alors

(Dij>pr1) =0 et (¢ij, pri) = 1/nsii=ket j =1 (0 sinon).

Si ¢ irréd unitaire de degré d, alors les d? fonctions

(V/deij | 1 < i,7 < d} forment un ensemble orthonormal.

Si ¢!, ..., ¢° ensemble complet de rep irréd et d; leur degré,
les fonctions {\/dk¢>fj |1 <k<s,1<4,j<dg} forment un

ensemble orthonormal dans C¢. Donc

s<Y a2 <G

La premiére inégalité est toujours une égalité quand G est
abélien, et la deuxiéme est toujours une égalité.

Si ¢, p irréd, alors (x¢,Xxp) = 1 ssi ¢ ~ p (sinon 0).

Soit ¢1,...,®° ensemble complet d’irréd. Soit

pr~mMIP @ ®msoS. Alors m; = (Xp»Xgi)- Donc la
décomposition de p en composantes irréd est unique et p est
déterminé par son caractére modulo équivalence.

Rep p irréd ssi (xp, xp) = 1.

Rep irréd fois une rep de degré 1 reste irréd.

Rep reguliere

La rep réguli¢re est fidele (donc pas somme de rep triviales
seulement) et unitaire p/r au produit

(ZI azT, Zz byx) = ZI agby sur CX.
Son caractére est donné par x(g) = |G| si g = e (0 sinon).

Soit ¢1,...,¢* ensemble complet d’irréd unitaires et d; leur
degré ; alors la rep reguliere ~ d1¢! @ - - - ds¢*.

L’ensemble {\/dkdufj |1 <k<s,1<4,5<dg} est une base
orthonormale de CC.

L’ensemble x1, ..., Xs est une base orthonormale de Z(L(G))
(fonctions de classes).

Soient C, C’ classes de conj de G et g € C, h € C’. Alors
Zle xi(g9)xi(h) = |G|/|C| si C = C" (0 sinon).

Lemme de Burnside, dimension

Si ¢ irred de degré d, alors d divise |G]|.

Le nombre de rep de degré 1 divise |G|. En fait G a [G : G’]
rep de degré 1.

G groupe d’ordre p®q® avec p, q premiers. Alors G n’est pas
simple sauf s’il est cyclique d’ordre premier.

Induction

De Z(L(H)) & Z(L(G)) : Ind$, f(g) = ﬁ D owec fl@ o).

Réciprocité de Frobenius : (Ind$ a,b) = (a, Res§ b)

lorsque a € Z(L(H)) et b € Z(L(QG)).
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